Dieser Text entstand fiir Fortbildungen im Grundschulbereich, die sich
dem mathematischen Forderpotenzial lebenspraktischer Situationen

befasste: ,Mathematik im Alltag”, Grundschultage Bad Wildbad 2013.

Einblicke in die Entfaltung quantitativer Denkprozesse
...um Kinder in praktischen Lebens- und Spielsituationen in ihrer
mathematischen Entwicklung férdern zu kdnnen

adelheid muller

Wenn wir an Mathematik denken, fallen uns Zahlen — nein eigentlich
Ziffern — ein, wir denken an Rechnungen. Wir gehen fast taglich mit Ziffern
und notierten Rechenzeichen um und vergessen leicht, dass sie nur die

auBeren Symbole fir Handlungen sind.

Wie ereignet sich Rechnen im Gehirn?
Das eigentliche Rechengeschehen steckt im Bearbeiten der Handlung und
nicht im Hinschreiben der Zahlzeichen. Unser Gehirn orientiert sich zur
inneren Darstellung von Ubertragbaren Rechenvorstellungen an
vereinfachten Handlungsvorstellungen, weil das Speichern von konkreten
Einzelbildern fir jeden Gegenstand und jede Anzahl fir das Gehirn zu
aufwandig ware. Durch diesen Abstraktionsvorgang besteht die
Madglichkeit, das Wort ,drei” aussprechen und auf beliebige Objekte
anwenden zu kdnnen: auf drei Kinder, drei Teller, drei Tassen, drei Kuchen...
Die innere abstrahierte Vorstellung reprasentiert eine Menge von drei
abgegrenzten Einheiten z.B. o oo oder 00 0. Wenn schon drei Kinder in
der Gruppe sind und noch zwei dazu stoBen, kdnnte die abstrakte innere

Vorstellung folgendermaBen aussehen: o o o o o oder
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Mit solchen an Handlungen orientierten abstrakten Zahlen- und
Rechenvorstellungen arbeiten wir schon seit Jahrtausenden — lange bevor
wir Zahlzeichen und Rechensymbole kannten. Ohne die Bildung einer
Ubertragbaren Mengenvorstellung, hatten wir nicht tGberlebt. Menschen
bendtigen von allen Grundversorgungsmitteln eine bestimmte Menge zum
Uberleben. Wir waren und sind darauf angewiesen, sie passend zu
beschaffen, zu teilen und zu bevorraten, denken wir z.B. an zu sammelnde
Waurzeln und Friichte. Auch das Einschatzen der Entfernung zum
Ubernachtungsplatz, der Zeitspanne fiir eine Unternehmung, fiir eine
Schwangerschaft oder bis zum Wintereinbruch oder der Lange und Breite
eines gewlnschten Baumstamms bedarf seit Urzeiten der Fahigkeit zur
Verarbeitung quantitativer Strukturen.

Bedingt durch unsere Kérper kdnnen wir nicht nichtquantitativ leben.

Der Hirnforscher Dehaene vermochte - angeregt durch die Arbeit mit
Menschen, die eng eingegrenzte Schadigungen im Gehirn aufwiesen - die
Aktivitat bestimmter Areale bei der Verarbeitung quantitativer
Informationen zu beobachten. Sein Buch ,Der Zahlensinn und warum wir
rechnen kdnnen” (Dehaenel999) vermittelt grundlegende Einsichten zur
Verarbeitung von Mengen, Gro3en und quantitativen Beziehungen aus
neurologischer Sicht. Dehaene entwickelte das Triple-Code-Modell, das
beschreibt, welche Gehirnregionen beim Rechnen beteiligt sind und

zusammenspielen:
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semantisches Modul
Menggnvorgsellung:
>

analoge GroBe:
(14)
(im Vergleich zu 10)

visuell- sprachlich-
arabisches < » alphabetisches Modul
Modul vierzehn

Abb.1: Triple-Code-Modell angelehnt an Dehaene (1992), ergdnzt durch die
Mengenvorstellung und die Vergleichslange von 10 im semantischen Modul.

Im sprachlich-alphabetischen Modul sind die Zahlnamen sowie deren
Schreib- und Ausdrucksweise gespeichert. Dieses Modul befindet sich in
den sprachverarbeitenden Regionen, die in der Regel in der linken
Gehirnhalfte platziert und mit der auditiven Informationsverarbeitung
verbunden sind. Die Ziffernschreibweise wird im visuell-arabischen Modul
verarbeitet und liegt in beiden Gehirnhalften in den Schlafenlappen der
Hirnrinde. Im semantischen Modul findet die oben erwahnte, an der
Bedeutung orientierte abstrakte Vorstellung statt. Hier werden kleine
Mengen erfasst (Subitizing), Zahlen geschatzt und Zahlbeziehungen
beurteilt. Das semantische Modul arbeitet sprachunabhangig und nutzt als
Darstellungswerkzeug fir Zahlen etwa ab Finf einen innerlich visualisierten
Zahlenstrahl (vgl. Dehaene 1999, Schroder 2012). Die geometrisch
strukturierten Informationen dieses Moduls sind in einem
Gehirnfunktionsbereich zu verorten, der fiir das Vorstellen und Verarbeiten
raumlicher Informationen und Zusammenhinge zustandig ist'. Die
Reprasentationen im semantischen Modul werden als zentral fur das

Verstandnis von Rechenprozessen eingestuft.

! Zuordnungen von Orten und Funktionen im Gehirn kénnen auf der Internetseite von Christian
Siedenkopf (2005) zur funktionalen Magnetresonanzspektroskopie nachgelesen werden.

email: adelheid.mueller@web.de




Kurz gefasst:

e Rechnerisches Denken bzw. Rechnen ist aus existenziellen
Griinden entstanden. Wir Menschen sind mit definierten
GroBeneigenschaften versehen und missen daher zum
Uberleben GréBeneinschatzungen und —verrechnungen
bewaltigen.

e Rechnen wird im Denken nicht in erster Linie in Form von
Zahlzeichen reprasentiert.

e In Schriftsprachkulturen arbeiten beim Rechnen drei
Funktionsbereiche des Gehirns zusammen: das semantische
Modul, das visuell-arabische Modul und das sprachlich-

alphabetische Modul.

e DNac cemanticrha Madiil cnialt fitr dac Rarhanvarctindnic aine

Es ist nun umrissen, wie Rechnen im Kopf funktioniert - wenn es
funktioniert. Davon ist bei knapp einem Viertel der Jugendlichen mit 14 bis
15 Jahren nicht auszugehen, denn ,etwa 24 % der 15-Jahrigen in
Deutschland sind nicht in der Lage, die einfachsten rechnerischen
Anforderungen zu bewaltigen, wie sie etwa im Rahmen der beruflichen
Ausbildung in den meisten Lehrberufen gefordert werden. Zwar kénnen die
meisten dieser Schiler(innen) einfache Aufgaben unter Verwendung der
Grundrechenarten (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) richtig
|6sen, jedoch scheitern sie bei solchen Anforderungen, die eine einfache
Kombination der Grundrechenarten verlangen.” (Hasselhorn und Gold 2009,
S.128 ) Nach Fritz-Stratmann (2010, S. 32) liegen die Ursachen in der friihen

Lernentwicklung.

Wie entwickelt sich die Verarbeitung quantitativer Informationen?
Um eine leistungsfahige abstrakte Mengen- und GroBenvorstellung

aufbauen kénnen, muss ein Kind Informationen aus seiner Umwelt unter
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ausgewahlten Gesichtspunkten reduzieren kdnnen. Es muss die fiir das
Mengenverstandnis wesentliche Eigenschaft des ,Wie viel” herausfiltern und
alle anderen Merkmale ignorieren kdnnen. Dazu muss es seine
Aufmerksamkeit so steuern kénnen, dass es das wesentliche Merkmal im
Auge behalten kann. Dafiir braucht das Kind einen inneren Grund, eine
Motivation. Zur Vorstellung des ,Wie viel” bendtigt es auBerdem das innere
Werkzeug" einer gewissen raumlichen Vorstellungsfahigkeit. Je komplexer
die zu bearbeitenden Mengenbeziehungen werden, umso differenzierter

muss dieses innere Werkzeug sein.

Ein Beispiel: Die vierjahrige Luisa spielt mit drei anderen Kindern ein
Rollenspiel. Sie mochte fur jedes Kind einen Keks holen. Dazu reduziert sie
die wahrgenommenen Informationen aus ihrer Umwelt auf daftir
wesentliche Elemente: Zuerst richtet sie die Aufmerksamkeit auf die drei
Kinder und sich selbst, ignoriert dann alle Eigenschaften an den Kindern
(GroBe, Stimme, Sympathie, Geschlecht, Kleidung, Haarfarbe, Verhalten) bis
auf die Einheit ,Kind". Nun merkt sie sich vier Kinder in Form von vier
Einheiten als abstraktes Mengenbild und Ubertragt diese Information auf
die Einheit ,Keks". Dazu muss sie unterwegs zur Kiiche das nun wichtige
Merkmal ,Vier Einheiten” behalten. Als Motivation dient das Ziel jedem Kind
einen Keks, also gleich viel zukommen lassen zu wollen. Die Ubertragung
der Eigenschaft der Menge ,Vier” von Kindern auf Kekse ist eine
Abstraktionsleistung. Automatisch hat Luisa die Zahl Vier nur aus gleichen
Einheiten zusammengebaut, etwa aus vier Kindern und nicht etwa aus drei
Kindern und einem Keks. Die mathematische Regel ,nur Gleiches mit
Gleichem zusammenzahlen” ergibt sich durch den angewandten und damit

sinnhaft besetzten Zusammenhang von selbst.

Fir groBere Anzahlen wird die innere Mengenvorstellung etwa ab

Schuleintritt weiter abstrahiert: Voneinander abgegrenzt vorgestellte
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Einheiten werden zu Langeneinern, die zu zahlenstrahlahnlichen Strichen

verschmelzen (vgl. Muller 2013):

400000000

Gelingt einem Kind dieser weitere Abstraktionsschritt hin zur raumlich-
analogen Zahlenraumvorstellung, vereinfacht sich die innere Reprasentation
von Zahlbeziehungen. Die jeweils zu behandelnde (An-)Zahl wird mit einer

gangigen, bekannten oder relevanten Zahl verglichen, z.B. 7 mit 10:

7 im Vergleich
zu 10

Fir Abstraktionsleistungen muss die Aufmerksamkeit fur eine
ausreichende Zeitspanne auf dem wesentlichen Merkmal gehalten werden
kénnen. Wird der Konzentrationsprozess gestért, kommt die Ubertragung
moglicherweise nicht zustande. Fur die Vorstellung der abstrakten Menge

und der Handlung wird das raumliche Vorstellungsvermégen bendtigt.

Erfassen und Verarbeiten von Merkmalen
Steuerung der Aufmerksamkeit

&
—>
st Mengenerfassung
Vorstellungsfahigkeit von raumlich-analoge
raumlichen Zusammerhéingern Zahlenvorstellung o
und Richtuiigen -
V/
&

Vorstellen abstrakter quantitativer Beziehungen
z.B. Mengenvergleiche, Mengenverknuipfungen,
Langenbeziehungen, Proportionalitdten

=innere Reprasentationen von Rechnungen
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Abb. 2: Grunddynamik des Aufbaus mathematischer Denkstrukturen.

Das Zusammenspiel der erwahnten Fahigkeitsbereiche beginnt nach der
Geburt auf einfachem Niveau. Mit einem halben Jahr kann die Aufmerksamkeit
noch wenig gesteuert werden, nur einfache raumliche Strukturen kénnen
erfasst werden, bei sehr kleinen Mengen (z.B. zwei) Anzahlanderung bemerkt
werden. Mit zunehmender Entwicklung differenzieren sich die Fahigkeiten aus,
das Zusammenspiel wird komplexer: GréBere Mengen kénnen unterschieden
werden, Langenverhaltnisse eingeschatzt, raumliche Strukturen tbertragen,
Perspektiven gewechselt, Mengenbeziehungen hergestellt und
Mengenanderungen vorhergesagt werden. Mit diesen Entwicklungen eng
verwoben wachst die Fahigkeit zu sprechen, z.B. Positionen und Mengen zu
benennen. Durch den sinnhaften Umgang mit Zahlwortern werden
Mengenvorstellungen vertieft. Das verbale Zahlen erfolgt zunachst
bedeutungsunabhangig, etwa wie bei einem Gedicht (vgl. Luit, Rijt und
Hasemann 2001). Dann wird jedes Zahlwort mit seiner Nummerneigenschaft
verbunden, weil das Kind beim Nennen einer Zahl auf einen Gegenstand zeigt
—d.h. es assoziiert ,finf" mit nur einem Gegenstand. Der mathematisch
funktionale Zahlcharakter wird erst benutzt, wenn ein Kind die tatsachliche
Anzahl auf eine selbstverstandliche Weise mit dem Zahlwort verbunden
benutzt (kardinales Zahlverstandnis) — wie das Triple-Code-Modell zeigt ist
dann im Gehirn der Ort fir die abstrakte Mengen- oder Zahlraumvorstellung

dicht mit dem Ort der Zahlwortreprasentation synaptisch verwoben.

Die Entwicklung ereignet sich am besten in Zusammenhéangen, in denen
eine Anzahl relevant ist, aus irgend einem Grund das Interesse erweckt.
Quantitative Informationen werden benannt und sprachlich ausgetauscht,
verglichen und Uberprift. Das treibt die Entwicklung entscheidend voran,

wenn die Sprache dabei moglichst eindeutig benutzt wird.

Die zunehmende Fahigkeit quantitative Strukturen zu verarbeiten

ermoglicht logische Schlussfolgerungen. Dadurch lernen Kinder
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einzuschatzen, durch welche Offnung sie hindurch kriechen kénnen, welche
Schuhe ihnen passen werden, wie viel Essen sie wirklich vertilgen werden,
welchen Holzklotz sie zu tragen vermdgen, auf welchen Gegenstand sie
klettern mussen, um zu dem gewtinschten Fach im Regal zu gelangen, von
welchem Ast sie gefahrlos herunter springen kdnnen, wie sie die
gesammelten Kastanien teilen missen, um selbst noch gentigend zu haben
— die Liste kdnnte lange weitergehen. Die Welt wird durch die Entwicklung
quantitativer Erfassungs- und Verarbeitungsstrukturen vorhersehbarer,
handhabbarer, steuerbarer. Probleme werden durch ausgedachte
Strategien bewaltigbar. Das ist eine kraftige Motivation fur dieses
Lerngeschehen. Entsprechende Lernanlasse liegen reichlich in der
Bewaltigung unserer alltaglichen Existenz, weil — wie eingangs erwahnt —

unsere Rechenfahigkeit deswegen entstanden ist.

Kurz gefasst: Das eingehende Verstandnis der Entwicklung
logisch-mathematischen Denkens ermoglicht deren Unterstiitzung
in alltaglichen Lebenszusammenhangen. Zur padagogischen
Forderung kann an kindlichen Handlungsimpulsen angeknipft

werden. Kinder fuhlen sich dadurch in ihrer Eigenaktivitat bestatigt.

Nac arhilt Aia li1ict am | arnan am Altivicain — anirh wann ac

Wie konnen wir das mathematische Bildungspotenzial praktischer
Lebens- und Spielsituationen nutzen?
Als wir oben das Handlungselement von Luisa durch die Lupe betrachteten,
sahen wir, wie viele Denkprozesse und Fahigkeiten bei kleinen alltaglichen
Situationen angewandt und bendtigt werden. Wenn wir das innere
Geschehen zu verstehen beginnen, er6ffnet sich die Mdglichkeit
Lernentwicklungen im Mathematikunterricht oder im tbrigen Alltag noch
besser zu beurteilen. Wir bekommen einen scharferen Blick fur das
Lernpotenzial, das in einer Alltagssituation stecken kann und wie wir ein
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Geschehen so begleiten kdnnen, dass das Potenzial zur Entfaltung gebracht
wird. Wir lernen zu unterscheiden, wann eine mathematisch erscheinende
Handlung tatsachlich logisch verstanden ist oder wann etwas schematisch
wiederholt wird, weil das betreffende Kind mit seinen
Vorstellungsfahigkeiten noch nicht ankniipfen kann. Unser Fokus richtet
sich neben dem auBeren Erscheinungsbild einer Handlung auch auf das

Ertasten der inneren Vorgange der Kinder.

Was in diesem Artikel bisher nicht erwahnt worden ist - aber keinesfalls
vergessen werden darf — sind die Bedingungen, die einem Kind lustvolles
Entdecken und damit Lernen Gberhaupt erst ermdglichen. Dazu zahlen
wertschatzende Interaktionen, ein soziales Umfeld, in dem sich ein Kind
emotional aufgehoben flihlt und eine Umgebung, in der ein Kind seine
Sinne 6ffnen kann und sich zu entspannen vermag. Wenn vor solch einem
Hintergrund Aufgaben — ob nun klassische Schulaufgaben oder
Anforderungen des Ubrigen Alltags — einen quantitativen Bezug aufweisen
und mit bewaltigbaren Hindernissen versehen sind, ist die Chance, dass

logisch-mathematisches Lernen stattfindet, hoch.

Ein Beispiel aus der Schulpraxis, 3. Klasse:

Letzter Tag vor den Ferien, in denen das Klassenzimmer gestrichen
werden soll. Keiner dachte mehr daran, dass es dazu leer sein muss. Die
Lehrerin reagiert spontan und kiindigt an, dass die jetzt folgende Stunde
zum Ausraumen des Klassenzimmers genutzt wird. Die Schuler der
betreffenden Klasse sind von ihr als Klassenlehrerin gewohnt bis zu einem
gewissen Grad selbststandig zu agieren, vorgegebene Wege verlassen zu
dirfen um verschiedene Losungen zu probieren. Insgesamt flihrt sie ihre
Klasse so, dass die Kinder auch sie als Lehrerin korrigieren und kritisieren
dirfen und daraus konstruktive Situationen entstehen kénnen. Obwohl die

Kinder dadurch (iber eine gewisse Ubung im partnerschaftlichen
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Zusammenarbeiten verflgen, ist der Lehrerin recht mulmig angesichts der

gerade erteilten Aufgabe, fir die sie iberhaupt nichts vorbereitet hatte.

Die Schulerlnnen beginnen von selbst Gegenstande in den Abstellraum
der Etage darliber zu schaffen. Ein Larmen und Rumpeln breitet sich in den
Fluren und auf der Treppe aus, so dass der Unterricht anderer Klassen
gestort wird. Einige Schilerlnnen kommen auf die Idee eine
Schilerlnnenschlange mit definierten Abstéanden zu bilden und die
Transportguter von Hand zu Hand zu reichen. Sie wahlen die Abstande in
der Ebene langer als auf den Treppen. Jetzt ist der Larm ertraglich. Der
zuerst ungeordnet befullte Abstellraum wird von den Kindern selbst
irgendwann als problematisch empfunden. Sie beginnen auf die Form und
GroBe sowie den Zweck und die Stabilitat der Gegenstande zu achten.
Einige positionieren sich so im Raum, dass sie den Transport steuern
kdnnen. Diejenigen achten darauf, dass Gegenstande gleicher Grof3e
aufeinander gestapelt werden, die GroBen hinten an der Wand und die
Kleineren davor. AuBerdem fallt anderen auf, dass dies und jenes als erstes

wieder bendtigt werden wird und also ganz vorne im Raum bleiben muss...

Die Lehrerin war vollig Gberrascht, wie gut das Projekt lief. Die Kinder
hatten Ideen, setzten sie um, beobachteten, korrigierten, erkannten
Zusammenhange und erschlossen sich daraus bessere Losungen, die sie

wiederum umsetzten.

Mathematisches Lernen vom Feinsten: Geometrisches Wahrnehmen,
Umgang mit GréBenproportionen, mit strategischen Folgezusammenhange,
Bewaltigen einer Strecke durch Schaffen von Langeneinern,
zweckabhéangiges Verwenden von zwei verschiedenen Langeneinern,
Sortieren nach mehreren Eigenschaften gleichzeitig (Erschaffen logischer
Ordnungshierarchien), Einschatzen von Mengen an sich und als gebtindelte

Mengen, die Beziehung von Mengen zu anderen GréBeneigenschaften wie
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Gewicht (Tragbarkeit) oder Volumen ... ein wunderschdnes Beispiel

mathematischen Lernens in praktischen Lebenssituationen.

Kurz gefasst: Forderliche Bedingungen fir lustvolles mathematisches

Lernen in praktischen Lebens- und Spielsituationen sind:

Wertschatzende Interaktionen, angenehme Umgebung

Ziele, die quantitative Bezlige aufweisen

e Ziele, die Kinder mit eigenem Interesse verfolgen kénnen

e Herausforderungen und Hindernisse, in bewaltigbarem
Schwierigkeitsgrad

e Entfaltungsraum fir kindliche Ideen

o Genligend Zeit

o Ein Setting, das flexible und selbstbestimmte Losungswege

zulasst
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